Relativistische Kinematik - Formelsammlung

bearbeitet von Patrick Reichart
Physik Department E12, TU-Miinchen
letzte Uberarbeitung: 10. Dezember 1996

Inhaltsverzeichnis
1 Vorbemerkungen 1
1.1 Nomenklatur . . . ... .. ... .. 1
1.2 Einstein . . . . .. . L L 2
1.3 Vierervektoren . . . . . .. .. .. ... e 2
1.4 Lorentz-Transformationen . . . . . . .. ... .. .. ... .. .... 3
1.5 Streugeometrie . . . . . . ... Lo o 3
2 Kinetische Energien im CM-System 3
2.1 Gesamtenergie £ im CM-System . . .. ... ... ... ..... 3
2.2 Kinetische Energien im CM-System vor dem Sto . . . . . . ... .. 4
2.3 Q-Wert . . . . .. 5
2.4 Kinetische Energien im CM-System nach dem Stof8 . . . . . . .. .. 5
3 Streuwinkel 6
3.1 Geschwindigkeit des Schwerpunkts . . . . . ... ... ... ... .. 6
3.2 Impulstransformation CM — Laborsystem . . . . . . .. .. ... .. 6
3.3 Streuwinkeltransformation CM — Laborsystem . . . . . ... .. .. 7
3.4 Streuwinkeltransformation Labor — CM-System . . .. ... .. .. 7
4 Kinetische Energien im Laborsystem 8
5 Raumwinkelbeziehung 9
6 Geschwindigkeitsaddition 9
7 Rapiditat 10

1 Vorbemerkungen

1.1 Nomenklatur

Dreiervektoren werden in Fettschrift formatiert, Vierervektoren erhalten einen Hut
(z. B. @). Groflen im Schwerpunktsystem sind mit dem Index ¢cm (” center of mass”)
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gekennzeichnet, wahrend Groéflen ohne Index auf das Laborsystem hindeuten bzw.
allgemein gelten.

Fiir die Massen sind immer die Ruhemassen einzusetzen. Bewegte Massen werden
im Bedarfsfall eindeutig gekennzeichnet (z. B. M (v)).

E bezeichnet immer die Gesamtenergie des Teilchens oder Systems. Mit T ist wie
allgemein iiblich die kinetische Energie des betreffenden Teilchens gemeint.

Die Indizes I1-4 beziehen sich auf die Teilchen vor dem Stof (1,2) bzw. nach dem
StoB (8,4). i steht fiir ”initial”, d. h. vor dem Sto und entsprechend f fiir ”final”,
also nach dem Stof (i also bitte nicht verwechseln mit Platzhalter fiir 1,2,3,4).

Im Anhang in Tabelle 1 sind zum Nachschlagen alle verwendeten Gréfien zusam-
mengefafit. AuBerdem befindet sich dort auch eine praktische Tabelle (Tabelle 2)
zur Umrechnung wichtiger relativistischer Grofien.

1.2 Einstein

Der relativistische Faktor wird definiert als

1
Yy

wobei v die Geschwindigkeit des Teilchens ist. Niitzlich ist oft die Beziehung
WB=vr-1 . (2)

Bezeichnet man mit m die Ruhemasse, so lauten die grundlegenden Gleichungen
Einsteins fiir den Dreierimpuls und die Energie des Teilchens

mit der rel. Geschwindigkeit 3 := % , (1)

p = ymv 3)
E = ymc . (4)

Daraus folgt die Energie-Impuls-Beziehung
E2 _ p2C2 4 m2c4 (5)

und pe
p=to (©

Diese Beziehungen gelten allgemein in jedem Bezugssystem.

1.3 Vierervektoren

Vierervektoren sind definiert als

-0 ()

Das Skalarprodukt von Vierervektoren ist

an b()

. b

ab = “ ! = apbo — (a1b1 + azbs + a3b3) . (8)
ag b2
as b3

Das Quadrat von Vierervektoren ist lorentz-invariant, z. B.:

132:E2—p2(:5)m2c4 ' 9)
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1.4 Lorentz-Transformationen

System S’ bewegt sich linear in z-Richtung mit Geschwindigkeit 3 gegeniiber S.
Dann lautet die Transformation in dieses Bezugssystem

ct' = (et - Pr) E' = y(E - Beps)
r = T — Bct cpl. = cpy — BE
, 7( B ) (10) p/m B 7( D B ) (11)
v o=y cp, = cpy
2 = z cpl, = cp.

bzw. die Riicktransformation

ct = yct'+p') E = ~(E + Bep))
= ! 4 - — / El
z V(@' + fet’) (12) e = lepy+ ) (13)
y =y cpy = cp
z = 2 cp, = cpl
Oder in Matrixschreibweise mit Vierervektoren
ct vy =0 ct
g | 8 v x
y/ - 1 y ) (14)
z 1 z
E Y B E
cpy 1 cpy ’
cp’, 1 cp-
Entsprechend die Riicktransformationen.
1.5 Streugeometrie
mZ

P

m,

Abbildung 1: Stoff im Labor- und CM-system

2 Kinetische Energien im CM-System

2.1 Gesamtenergie E im CM-System

Das CM—(" Center of Mass”) System ist das Bezugssystem, in dem der Gesamtschwer-
punkt ruht. Hier sind die Energien und Impulse besonders einfach zu berechnen,



Relativistische Kinematik - Formelsammlung 4

da
pi"+py" =0 (16)

gilt. Das Quadrat des gesamten Viererimpulses ist daher

2
= (B{™ + ES™)? = B2, . 17

w2 =
Da Quadrate von Vierervektoren lorentz-invariant sind, gilt

Eey = (07" +057)* = (b1 + 52)° = (B1 + B2)” = (py +py)° . (18)

Damit erhilt man die Gesamtenergie im CM-System in Abhingigkeit der kineti-
schen Energien von Strahl- und Targetteilchen:

Eem =/ (E1 + E2)? — 2(p, + p,)? (19)

E1 = T1 +m102 und c2p% = T12 +2T1m102

mit 5 0
Ey = Ty 4+ moc? c2p2 = T2 + 2Thmoc?

(20)
(Beachte: p;py, = pip2 cosm = —p1p2)

2.2 Kinetische Energien im CM-System vor dem Stof}

Mit (19) und (20) erhélt man die gesamte kinetische Energie im CM-System vor
dem Stof3

o
T = Eepn — (M1 +m A =(my+ms)d—m8M
(ma +ma)e” = (ma +mo) l+vVIta

(21)

mit
o 2(Th Tz + Tymac? + Tomy c® — p1pac?) (22)
(mq + mg)2ct

Impulserhaltung im CM-System p{™ = p§™ bzw. (p§™)* = (ps™)* und (Ef’3)* =

(p§3)?c? 4+ m3 5! fithrt zu

(B — (B = it w3t
24 24
Eem _ pgm e —mae = mae (23)

1E¢m steht im Labor fiir Teilchenreaktionen zur Verfiigung. Falls das Target ruht ergibt sich mit
By =mac?, =0, E1 = Egrant

Eem \/(El +mac2)2 — 22 = \/'m%c‘1 +mict 4+ 2mac?Egyran

Egtrani>(mi+m2)c®
= \/(m% + m2)264 + 2m202EstTahl srentT = 2m262Estrahl )
Ecm V Est'rahl

Die zur Verfiigung stehende Energie geht also nur mit der Wurzel der Strahlenergie! D. h. es ist
ungiinstig, ein ruhendes Target zu benutzen (vgl. klassisch).
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Auflerdem gilt

T
5™
Ecm
T

(2

2
= E™—mic® |

2

ES™ —mac”
cm cm

El + E2 ’

= T+ T5™ = Eep, — mic® — moc?

N DN
(G2 ST

~ —~ —~
[~}
(=]

—_ = D

[\
3

Mit (23) - (27) erhélt man die Energien der einzelnen Teilchen im CM-System vor

dem Stof3

T = ES™ —myc® =

TE™ TE™ 4 2myc?
2 Ecm

Ts™ = BS™ — mac? =

Ticm Ticm + 2m102
2 Eem

2.3 Q-Wert

Der Q-Wert einer Reaktion ist definiert als

Q:: (m1—|—m2)—(m3+m4)=Tf—ﬂ:Tme—Ticm

Damit gilt

2.4 Kinetische Energien im CM-System nach dem Stof3

Mit (32) bzw. (33) erhélt man die kinetischen Energien der Teilchen im CM-System

nach dem Stof3

cm __
5" =

e TEm + 2myc? _

T + 2myc?

2 T]%'m + ms3c? + myc? 2 E..,.

cm
T4 -

TEm  TEm + 2msc?

TEm T§™ + 2msc?

2 T{™ 4 mac? + mac? ) E.n,

(34)

(35)
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P, 0 N P p‘l"‘ pczm

Abbildung 2: Streugeometrie Labor und CM

3 Streuwinkel

3.1 Geschwindigkeit des Schwerpunkts

Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes berechnet sich zu 2

P + Dy

36
Ei+E (36)

,33:,3513:0

Im folgenden sei 8 = ||3||, also B8 = (0,0,3) , falls der Sto8 entlang der z-Achse
stattfindet.

3.2 Impulstransformation CM — Laborsystem

Die Impulskomponenten des ausfallenden Teilchens 3 im Laborsystem berechnen
sich zu (mit z-Achse als Strahlachse)

cm Ecm cm cm
ps. = 5L+ B==) = (P57 + Brmaes™) (37)
D3z = Dig (da B, = 0) (38)
p3y = ps,  (dapB,=0) (39)
wobei om
cm CP3
— 40
= (40)

(p§™ erhélt man aus der Energie-Impuls-Beziehung fiir Teilchen 3)

Unter Einbeziehung der Streuwinkel, wie sie in Abbildung 2 dargestellt sind, folgt
im CM-System

p3s = pg"cosf™ = mgeB3"y5™ cos O3 (41)
Py = D5 sind3™ = macBs" 5™ cos 65" (42)
und mit (37) - (38) im Laborsystem
— cm cm ﬁ
p3. = p3 | cosf3" + —— (43)
3
P3ay = DPiy (44)

Dabei ist piy =p2 + pz.
Analog fiir Teilchen 4.

2Es wird der Ubersicht zuliebe hier kein Index verwendet. 8 wie auch v beziehen sich also im
folgenden auf die Schwerpunktsgeschwindigkeit im Laborsystem (im CM-System ist diese ohnehin
0) und nicht auf die allgemeine Definition dieser Gréfien
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3.3 Streuwinkeltransformation CM — Laborsystem

Aus tan 6 = p,,/p. ergeben sich mit (43) und (44) die Streuwinkel im Laborsystem

3 ecm
tan @z = TR (45)
o (cos 5™ + B?m)
3 Hcm
tanf, = T (46)
ol (cos 5™ + ﬁzim)

mit
05"+ 0™ =7

Dabei berechnet sich 357} aus (34) und (35) zu

cm)2 _ 2 4 cm)) 2 cm 2
gem (40) \/(EBA) m3 4C \/(T3,4) + 2157 ms 4
e E57 T T+ mead

3.4 Streuwinkeltransformation Labor — CM-System

Durch Umkehrung von (45) und (46) erhélt man die Streuwinkel im CM-System

2, 2 2 2
- tan® 03 + /1 + v2 tan® 65(1 —
cos 5™ = 257" tan® b5 & / +1 n” 051 — z3) mit 23 = -2 (47)
1+ ~2tan® 03 Bs
2, 2 2 2
- tan® 04 + /1 + y2 tan? 64(1 —
cos O™ = 24y tan® b, & / +1 n” 0a(1 — 73) mit z4 = =2 (48)
1+ ~2tan? 0, 14

Bei ruhendem Target (Teilchen 2) ist im Fall elastischer Streuung 55™ = g{™ =
und damit z4 = 1, also
1—~2tan?6,
cosfy"t = ————— 49
4 1+ ’)/2 tan2 04 ( )
Falls g™ < B gibt es einen mazimalen Streuwinkel im Laborsystem. Diesen berech-
net man durch differenzieren von tan 6

dtan 0 B4
it 05", = arccos S ,
d@gfﬁ ’

und damit

Fir 8 =0,8 und B§™ = 0,9 ist in Abbildung 3 der Streuwinkel im Laborsystem in
Abhéngigkeit von 6., dargestellt. Man erhilt das Maximum etwa bei tan § = 0, 85,
also 0 = 40°.
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tan(0)

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 3: Streuwinkel im Laborsystem in Abhdngigkeit von 0.y,

4 Kinetische Energien im Laborsystem

Die Lorentz-Trafo von E§™ in Laborsystem lautet

| em|=| c¢m|.=pcm
3 4

E2

E3 = (E5™ + Beps™) Y(ES™ + Bep™ cos 05™)

Damit ergibt sich T35 und analog T4 zu

T3 =(y— l)mg,c2 + T5™ + yBcp™ cos 5™ ,

Ty = (v — Dmac? +yT5™ + yBep™ cos 05™

Dabei ist
0"+ 05" =7

und

p™ = \J(Eg1)? = md et =\ TR+ 2maac?)

Damit erhélt man also T3 4 als Funktion von cos 0§f§f bzw. tanfs 4.
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5 Raumwinkelbeziehung

Der Raumwinkel zwischen zwei Kegeln im Laborsystem ist
dQ = 27 sin 0 df (55)
und im Schwerpunktsystem
dQer, = 27 sinOppy, dOpy, - (56)
Damit ergibt sich
d(cosf)  d(cosBem)

dQ = —2rnd(cosf) = -2 . - dbem
md(cost) = —2m o o) o)
. d(cos ) d(cos0)
= 2 Hcm dacm T A N — dQcm ST Y
e d(cos Ocpm) d(cos Oem,)
Unter Einsetzen des unten berechneten Wertes (60) von % erhilt man die

Raumwinkelbeziehung zwischen den Bezugssystemen:

o y 1+ zcosl., (57)
A | 3
\/sin2 Ocm + ¥2(cos e, + )2

mit

Nun ist noch dzi(cﬁ zu berechnen:
cos Ocpm)

(45) bzw. (46) wird umgeformt zu
(1 — cos® 0)72(cos Oep, + x)* = sin? O, cos® 0

und damit
~v(cosOcrm, + )

cosf = (59)
\/sin2 Ocm + 72(c08 Ocpy, + )2
Ableiten nach cos 0., ergibt
d(cosf) 14+ zcosbem
7d(cos 5o =...=9 5 - (60)

\/sin2 Ocm + 72(c08 Oy, + )2

6 Geschwindigkeitsaddition

S’ bewege sich mit der Geschwindikeit 3 = (0,0, 3) gegeniiber S. Dann lautet der
Zusammenhang zwischen den Geschwindigkeitskomponenten v/, v’y, v, und vg, vy, v,
eines Projektils (s. [Ma80]):

v _ dz _  dZ'+Bcdt’ _ vl +Bc
2T At T a4 Zdy T 142w
_ dz  _ v, +Bc
Ve = g = 'y(1+ﬁv;) (61)
v = @ = 71)-;4_56
v dt 7(1+§U2)/
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(Die inversen Formeln analog mit umgekehrtem Vorzeichen)

Diese Formeln sind recht unhandlich bei der Transformation von Geschwindigkeits-
verteilungen vom CM- ins Laborsystem. Die folgende Definition bietet hier einen
entscheidenden Vorteil.

7 Rapiditit

Wihlt man die Strahlachse als z-Achse, so wird die Rapiditit y definiert als

L 1 E+p.c _ pzC
y=3 In (E —pzc) = Artanh 7 . (62)
Aquivalent dazu ist
E+p: .
y="t ( o ) wobei (mrc®)? = (mc®)? + (pac)® + (pyc)® . (63)
T

my wird als transversale Masse bezeichnet.

Damit kénnen Energie und Impuls auch geschrieben werden als

E =mpc*coshy , p,c=mrpc’sinhy , psc , pyc . (64)

Fiir die Transformation der Rapiditéit von einem Bezugssystem S nach S’ ergibt
sich

/
y = Artanh%

_ V(pzc — BE)
= ArtanhW
pz c_3

_ bzc
E

= Artanh% — Artanhg

= Artanh

Damit transformiert sich die Rapiditét

y — y — Artanh8 | . (65)

Also sin Verteilungen der Rapiditéit ‘Z—N invariant gegeniiber Transformation. Dies
bietet eine entscheidende Erleichterung bei der Arbeit mit CM- und Laborsystem.

Zusatzbemerkung

Schreibt man

2.2 5in2 0+ 2¢2 cos?2 9+1n2 4+1
E+p.c _ Pz(‘ 2e? cos? 0

E—p.c e — 2 2+m2(‘4 2c2sin? 04 2c2cos? 04m2ed
22 cos2 0

1+ m2 :2 +cos 6

2.4
1+ 255 —cos 0
7.2
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wobei 6 der Winkel zwischen Flugbahn und Strahlrichtung ist, so kann y entwickelt

Weldell zu
2 0 1 T’)’LC2 2 T’)’LC2 4
cos® 5 + = ( c ) +0 <_C)

20 1 [ mc2 2 mc2 4
g (=) o (=)
Falls pc > mc?, also E =~ pc, so ist
0
yrn:=—In tani (67)

n wird Pseudorapiditit genannt und kann bestimmt werden, auch wenn Masse und
Impuls der Partikel unbekannt sind.

Es gelten folgende Identititen (s. [PR94]):

sinhn = cotf
1
hn = — 68
oSt sin @ (68)
tanhn = cosf

Literatur
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Tabelle 1: zur Nomenklatur

Ty, T3, T5™, TE™

3

Q

Bezeichnung Grofle
_ 1
0l rel. Faktor v = T
I6] allgemein: rel. Geschwindigkeit 3 = 2
hier: rel. Geschwindigkeit des Schwerpunkts im
Laborsystem
m Ruhemasse
E Gesamtenergie
T kinetische Energie
p,p Dreier-, Viererimpuls
E.., Gesamtenergie im CM-System (vor und nach Stof!)

kin. Energien nach bzw. vor dem Stof} im Labor- und CM-
System
Q-Wert der Reaktion @ =Ty —T;

ﬁl?ﬂ??ﬂfm7 gm

V1,72, mea P)/Sm

miy,ma
E17E27T17T2
p17p27]317]32
B{™, B§™, Tem, 5™

ACTN. ACT

pim7p§m7p1 7p2

rel. Geschwindigkeiten der Teilchen vor dem Stof8 in Labor-
bzw. CM-System

rel. Faktoren der Teilchen vor dem Stof§ in Labor- bzw. CM-
System

Ruhemassen der Teilchen vor dem Stof

Energien vor dem Stofl im Laborsystem

Impulse vor dem Stofl im Laborsystem

Impulse/Energien vor dem Stofl im CM-System

Impulse vor dem Stofl im CM-System

ﬁ37 /847 ﬁ§m7 Zm

Y3, Y4, 7§ma 'Yim

ms, My
E37E47T37T4
p37p47ﬁ37ﬁ4
E]?c)rn7 Eim, T30m7 T40m

cm ,.Cm ACm Acm
p3 7p4 7p3 7p4

rel. Geschwindigkeiten der Teilchen nach dem Stofl in
Labor- bzw. CM-System

rel. Faktoren der Teilchen nach dem Stofi in Labor-
bzw. CM-System

Ruhemassen der Teilchen nach dem Stof3

Energien nach dem Stofl im Laborsystem

Impulse nach dem Stofl im Laborsystem
Impulse/Energien nach dem Stofl im CM-System

Impulse nach dem Stofl im CM-System

mr

D Impulskomponente parallel zur Strahlachse
Dz, Py Impulskomponenten senkrecht zur Strahlachse
Dy gesamte Impulskomponente senkrecht zur Strahlachse
vy Geschwindikkeitskomponente parallel zur Strahlachse
Ugy Uy Geschwindikkeitskomponenten senkrecht zur Strahlachse
0 Streuwinkel (s. Abbildung 2)
03,0, Streuwinkel der einzelnen Teilchen im Laborsystem
0™, 05™ Streuwinkel der einzelnen Teilchen im CM-System
Q, Qe Raumwinkel im Laborsystem bzw. Schwerpunktsystem
Y, Rapiditat und Pseudorapiditit

transversale Masse
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Tabelle 2: Umrechnung von Energie, Impuls und Geschwindigkeit

13

3 T pc
— = .
7 mc? mc?
5= ) \/1 1 VT2 421 ™
B ¥ | 17 o
1
v _— 1 147 V1i+ 72
V1-— 32
T 32 1 2
T=— - - N1 1
me 1-0 1+ 5 141472
T £ V-1 | Vi tor 1
mc? V1 - 32




